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1. Introduction au language probabilitste

@ tout résultat scientifique doit étre reproductible

@ ceci nécessite I'existence d’un protocole de I'expérience
@ certainnes expériences montrent de la variabilité

@ dans ce cas les résultats sont dits aléatoires

Définition (épreuve et événement)

@ On appelle épreuve le protocole d’une expérience dont le
résultat est aléatoire.

@ Les différents résultats possibles d’une épreuve sont
appelés les événements élémentaires.

@ On notera 2 I'ensemble de tous les événements
élémentaires d’une épreuve.

@ Tout sous-ensemble A C Q2 est appelé un événement.
@ P(Q2) dénotera I'ensemble de tous les événements de Q.
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Langage et Notation

@ L'ensemble vide {} est appelé I'événement impossible.

@ L'ensemble Q2 est dit événement certain.

@ Pour deux événements A, B C Q I'ensemble A U B contient
tous les événements élémentaires qui sont éléments de A
ou de B.

@ Pour deux événements A, B C Q I'ensemble A N B contient
tous les événements élémentaires qui sont éléments de A
et de B.

@ Pour deux événements A, B C Q2 I'ensemble A\B contient
tous les événements élémentaires qui sont élements de A
et pas de B.

@ Pour un événement A € P(Q) on pose A := Q\A.

@ On dit que deux événements A et B sont incompatibles si
ils satisfont AN B = {}.
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Un axiome est un principe de base non-démontrable.

La théorie des probabilités est basé sur trois axiomes que doit
satisfaire l'attribution d’'une probabilité IP(A) a tout événement A
d’une épreuve.

Définition (mesure de probabilité)

Une mesure de probabilité P : P(Q2) — R doit satisfaire les trois
axiomes suivants :

@ PourtoutAec P(2) onal <IP(A) <1;

@ Pour tout A, B € P(Q2) incompatibles on a
IP(AU B) = P(A) + IP(B);

o IP(Q) =1.

La modélisation mathématique d’'une épreuve consitste a
choisir une probabilité IP(A) pour chaque événement A € P(Q)
de lépreuve de fagon conforme aux axiomes précédents.
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Une fois les axiomes fixés on peut en déduire des régles de
calculs générales appelés des théorémes.

Théoreme
Toute mesure de probabilité P satisfait:

° P({}) = 0; ]
@ Pourtout A€ P(Q2) ona:P(A)=1—1P(A);
@ PourtoutA,Be P(Q)ona:

IP(AU B) = P(A) + IP(B) — IP(AN B).
@ PourtoutA,B e P(Q2) avecAC Bona

P(B\A) = IP(B) — IP(A).

@ Pourtout A,B € P(Q2) avec A C B on alP(A) < IP(B).

Brice Franke Statistique



Souvent les expériences ont des résultats numériques.

Définition (variable aléatoire)

Le résultat X (encore inconnu) d’une épreuve est appelé une
variable aléatoire, s'il s’agit d’'un résultat numérique.

@ Une variable aléatoire est dite discréte si le nombre de
résultats possible est fini ou dénombrable.

@ Une variable aléatoire est dite continue si elle prend ses
valeurs dans un intervalle de la droite réelle.

Il faut faire la différence entre I'information disponible sur la
variable aléatoire avant et aprés |'‘expérience.

Définition (réalisation)
On appelle réalisation d’une variable aléatoire X les valeurs
observées apres la réalisation de I'expérience.
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La modélisation d’une épreuve avec des résultats numériques
peut étre faite en fixant la loi de la variable aléatoire.

Définition (loi discrete)

La loi d’une variable aléatoire X discrete est 'ensemble des
probabilités IP(X = z;) qui correspondent aux différents
résultats possibles x1, X2, X3, ... €fc..

Le cas particulier avec seulement les deux résultats possibles,
zéro et un, a droit a une citation particuliére :

Définition (loi de Bernoulli)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de
parametre p € [0,1] sion a

P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.
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Définition (espérance, variance et écart type)

Soit X une variable aléatoire discrete avec valeurs Xy, ..., Xn.
@ Lespérance mathématique de X est le nombre réel

pux = E[X] .= x1P(X = X1) + ... + XpIP(X = Xp).
@ La variance de X est le nombre non-négatif

Var(X) := (X1 — pux)2IP(X = Xq) + ... + (Xn — pux)?IP(X = xp).

@ Lécart type de X est le nombre ox := \/Var(X).

Exemple: Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors :

E[X]=p et Var(X) = p(1 — p).
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Remarque: On peut faire des opérations algébriques sur les
variables aléatoires X et Y pour obtenir des nouvelles variables
aléatoires : cX, X+ Y, XY, X/Y etc.

Théoréme
Soient X et Y deux variables aléatoires et ¢ un nombre réel.
@ [E[cX] = cE[X];
@ [E[X + Y] = E[X] + E[Y];
@ Var[X] = E[X?] — [E[X]?;
@ Var(cX) = ¢®Var(X).

Remarque: On dit que I'espérance est linéaire alors que la
variance est quadratique.

Attention: La formule Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) n’est pas
valable en toutes circonstances. Il faut de I'indépendance.
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@ Dans certainnes situations deux épreuves n’ont aucune
influence 'une sur l'autre. On parle alors d’'indépendance.

Définition (indépendance d’événements )

Deux événements A et B sont dit indépendants si on a

P(AN B) = IP(A)P(B).

@ On peut prolonger la défintion sur les variables aléatoires

Définition (indépendance de variables aléatoires)

Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendants si
pour tout choix de deux ensembles A et B on a

P(XecAYeB)=P(XecA)- -P(Y € B).
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Théoreme

Si X et Y sont indépendants alors on a :
o E[XY] = E[X]E[Y];
@ Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Attention: Les deux opérations suivantes sont interdites:
o E[X/Y]=E[X]/E[Y];
e E[1/X] =1/E[X].

Théoreme

Soit X une variable aléatoire avec IE[X] = ux et Var(X) = o%.
Alors pour tout choix de deux nombres réels a, b la variable
aléatoire Y = aX + b satisfait

E[Y] = aux + b et Var(Y) = a0%.
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Le nombre de possibilités de sélectionner k sujets parmi n est

() = w-

avecO!:=1etnl:=n(n—1)-...-3-2-1pourn>1.

Définition (loi binimiale)

Une variable aléatoire X suit une loi binomiale B(n, p) de
parameétres n et p si elle prend les valeurs 0,1, ..., n avec les
probabilités

P(X = k) = <Z>pk(1 —p)" % pour 0<k<n.

@ la loi de Bernoulli de parameétre p est le cas particulier
d’une loi binomiale de parametres 1 et p.
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Théoréeme

Soient Yy; 1 < k < n des variables aléatoires indépendantes
qui suivent la méme loi de Bernoulli de parametre p. Alors leur
somme X := Yy + ... + Y, suit une loi binomiale B(n, p).

Ce résultat nous donne la possibilité de calculer I'espérance et
la variance d’une loi binomiale:

E[X] =IE[Y; + ...+ Yo = E[Yi] + ... + E[Y,] = np

Var(X) = Var(Yy +...+ Yp) = Var(Y7) +... 4+ Var(Y,) = np(1 — p)

Théoreme

Soit X une variable aléatoire avec une loi binomiale B(n, p).
Alors on aE[X] = np et Var(X) = np(1 — p).
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Théoréme (Siméon Denis Poisson 1781-1840)

Pour toute suite X, de variables aléatoires avec lois B(n, p,) de

sorte que limp_.oo Npop = A on a
)\k

: ) = A
nI|_>moo P(X, = k) = P e " pourtoutk € N.

@ La loi limite du théoréme porte le nom de son inventeur.

Définition (lois de Poisson)

On dit qu’'une variable aléatoire X suit une loi de Poisson P(\)
de parametre \ si elle prend ses valeurs dans les nombres
naturels N avec probabilités :

k

IP(X = k) = %e‘* pour tout k € N.
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@ soit X le nombre de fois qu’un certain événement de
probabilité p est apparu dans n répétitions d’'une épreuve;

@ la loi B(n, p) modélise le nombre X si les épreuves sont
indépendantes;

@ sous certaines conditions la loi P(\) est un bon modéle
pour le nombre total X.

Théoreme

Si X suit une loi de Poisson de paramétre \, alors
E[X] =\ et Var(X) = A

@ pour obtenir une bonne approximation de 5(n, p) par P(\)
il est nécessaire que np et np(1 — p) soient proches de J;

@ ceci est le cas si p est petit et n grand.
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Application en prévision des catastrophes:

@ chaque année il y a un grand nombre de tremblements de
terre en France (souvent tres faibles)

@ sur une année la probabilité d’enregistrer un tremblement
de terre d’'une puissance supérieure a 6 en France est
faible

@ en moyenne il y a un tremblement de terre de puissance
supérieure a 6 en France tous les dix ans;

@ on peut donc dire que E[X] = 1/10.

@ le nombre X des tremblement de terre supérieur a 6 en
France suit une loi de Poisson de parametre A = 10.

@ la probabilité d’enregistrer plus de deux tremblements de
terre de puissance supérieure a 6 en 2014 est donc

P(X>2) = 1-P(X=0)—P(X=1)
= 1-e'9-10¢7 1
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Définition (loi uniforme discrete)

On dit qu’'une variable aléatoire suit une loi uniforme sur
I'ensemble {x1, ..., xn} si pour toutk € {1,...,n} ona
P(X = xx)=1/n.

@ la loi uniforme modélise des épreuves ou tous les résultats
ont la méme probabilité.

Définition (loi géométrique)

On dit qu’'une variable aléatoire X suit une loi géométrique G(p)
de parameétre p si elle prend ces valeurs dans N sion a

IP(X = k) = p(1 — p)X pour tout k € N.

@ G(p) modélise le nombre de répétitions indépendantes
d’épreuves de Bernoulli au paramétre p a réaliser pour
voir apparaitre le premier succes.
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@ la loi d’une variable aléatoire continue est déterminée par
un poids attribué a chaque résultat possible de I'épreuve

Définition (densité et fonction de répartition)

La densité d’'une variable aléatoire continue X est une fonction
positive fx(x) de sorte que pour tout choix de a < b on a

P(a< X < b) = /b e (X)dx.

On appelle fonction de répartition de X la fonction
X

Fx(y) == P(X < y) = / fi(y)dy.

—00

@ onalimy_,. Fx(y) =1etlim,_,_ Fx(y) =0;

@ la fonction de répartition est croissante; i.e.:
Fx(y) < Fx(z) pour tout choix de y < z;

@ onalaformule: P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).
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Définition (espérance et variance)
Soit X une variable aléatoire continue avec densité f(x).

@ Lespérance mathématique de X est le nombre reel

jix = E[X] = / ~ Xf(x)ax.

—00

@ La variance de X est le nombre réel non-négatif

Var(X) := /_Oo (x — px)?f(x)dx.

@ L'écart type de X est le nombre ox := +/Var(X).

@ Lespérance et la variance de variables aléatoires
continues satisfont les mémes régles de calculs que I'on a
déja vues dans le cas de variables aléatoires discrétes.
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Définition (loi normale)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi normale N'(u, o?)
de paramétres . et o si elle a la densité

1 _(x=w)?

@M?UZ(X) = We 202 .

@ Laloi normale est la loi la plus utilisée en statistique.

Théoreme

Si X suit une loi normale de parameétre 1. et o2 alors on a
E[X] = u et Var(X) = 2.

@ |l est impossible de donner une formule explicite pour la
fonction de répartition Fx de la loi normale.

@ Il y a des tables dans lesquelles on peut trouver les valeurs
de la fonction de répartition d’une loi normale A/(0, 1).
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Langage et Notation:
@ On appelle la loi A/(0, 1) la loi normale centrée réduite.
@ ®(x) denote la fonction de répartition de N(0, 1)
@ X ~ L est une notation pour dire que X suit la loi £

Théoreme

Si X ~ N(u,02) alors Y := 1(X — p) ~ N(0,1).
SiX ~N(0,1) alors Y := o(X + u) ~ N(p, 72).
siX ~N(0,1) alors Y := —X ~ N(0,1).

la fonction de répartition d’'un X avec loi N(u, 02) est
®,2(X) =P(X < X) =IP(Z < (x — p)/o) = P((x — pn)/0)

u,az(

O(—x)=P(Z < —x)=P(-Z>x)=P(Z>x)=1-d(x)
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Théoreme

SiX ~ N(ux,0%) etY ~ N(uy,0%) sont indépendants alors
Z: =X+ YNN(NX+MY,U)2(+02Y).

@ Limportance de la loi normale en statistique est basée sur
le théoréme central limite suivant:

Théoréme (Pierre-Simon Laplace 1749-1827)

Soit Y, une suite de variables aléatoires de lois binomiales
B(n,p) alors on a sin— oo

1 1 [P e
Ip<a§np(1)(yn )<b> \/ﬂ/ae

@ ce résultat permet de calculer des probabilités sous des
lois binomiales lorsque n est grand
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@ sous la loi normale on voit aussi des résultats négatifs;

@ on trouve dans la nature des phénoménes ou les seuls
résultats sont positifs (p.e.: durée de vie d’un individu).

Définition (loi exponentielle)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle
E(X) de parametre \ si elle a la densité

_ 0 pour x <0
x(x) = { e~ pour x > 0.

Théoreme

Si X suit une loi exponentielle £(\) alors on a
E[X]=1/\ et Var(X) = 1/X2.
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@ dans certaines situations les résulttats d’'une épreuve se
trouvent dans un intervalle [A, B]

Définition (loi uniforme continue)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi uniforme U[A, B|
sur un intervalle [A, B] si elle a une densité de la forme

fe(x) = 0 six<Aoux>B
AT g sixe[AB]

@ laloi U[A, B] donne le méme poids a chaque point de [A, B]

Théoreme
Si X suit une loi uniforme U|[A, B] alors on a
A2
Ex =252 e o= BCAT
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2. Lestimation statistique
@ La premiére étape d’'une modélisation consiste a trouver
une loi pour décrire la répartition des observations.
@ Souvent ces lois contiennent des parameétres.

@ Ces parametres doivent étre mis en accord avec une série
d’observations faites sur I'expérience.

@ On effectue alors une estimation des paramétres.

Définition

Un échantillon de taille n d’une variable aléatoire X est com-
posé de n répétitions indépendantes de I'épreuve qui méne au
résultat decrit par X. Léchantillon est donc un n-uplet

(X1, ..., Xn) de variables aléatoires indépendantes dont les
composantes on toutes la méme loi que X.
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Remarques:

@ la loi de la variable aléatoire X qui est a la base de
I'échantillon (X, ...., X,) est applelée la loi parente

@ on différencie entre le n-uplet de variables aléatoires et le
n-uplet des observations aprés réalisation de I'expérience

Définition (échantillon de données)

On appelle échantillon des données le n-uplet (X1, ..., Xp) des
valeurs observées apres réalisation de n répétitions de
I’épreuve qui est décrite par la variable aléatoire X.

Remarques:

@ I'échanillon est un objet imaginaire qui dépend de notre
choix de la modélisation de I'expérience

@ I'’échantillon des données est un objet réel obtenu par la
réalisation d’'une expérience
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Définition (moyenne arithmétique)

@ Soit (X1, ..., Xn) un échantillon de variables aléatoires.
On appelle la variable aléatoire M, := 1(X;i + ... + Xp)
la moyenne arithmétique de I'échantillon.

@ Soit (xy, ..., Xn) un échantillon de données. On appelle
le nombre réel my, .= %(x1 + .... + Xn) la moyenne
empirique des données.

| A

Théoreme

Soit My, la moyenne arithmétique d’'un échantillon (X, ..., X,) de
taille n d’une variable aléatoire X. Alors on a

E[My) = E[X] et  Var(M,) = %Var(X)

v

@ On voit que la variance décroit avec la taille de I'échantillon
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Définition (estimateur de paramétre)

Soit (X1, ..., Xn) un échantillon d’une variable aléatoire dont la
loi contient un parametre 6. On appelle estimateur de 6 toute
formule basée sur (X, ..., Xn) qui est supposée faire une
prévision sur 6.

Exemple:

@ Soit (X, ..., Xp) un échantillon avec loi parente de type
Bernoulli B(p). Le parametre 6 = p est inconnu;

e la moyenne arithmétique M, = 1(X; + ... + X,) est alors un
estimateur de p;

@ le minimum de I'échantillon X := min{Xj, ..., X} est
aussi un estimateur de p.

@ Xiys est un estimateur moins bon que M,, pour estimer p.
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@ On doit trouver un moyen de caractériser les estimateurs
performants.

@ Pour toute variable aléatoire X dont la loi dépend d’un
paramétre ¢ nous utilisons la notation IEy[X] pour indiquer
que 'espérance de X dépend aussi de 6.

Définition (biais d’'un estimateur)

Soit T(Xy, ..., Xn) un estimateur d’'un parametre 6.
@ On appelle biais de I'estimateur le nombre réel
b(T) :=Es[T(Xq,..., Xn)] — 6.
@ On dit que l'estimateur T(Xjy, ..., Xn) est sans biais si
Ey[T(Xq,...,Xn)] = 6.

@ Le biais mesure I'écart entre une estimation moyenne
exprimée par IEy[T(Xj, ..., Xp)] et la vraie valeur 6.
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Cas particulier:

@ Soit M, la moyenne arithmétique d’un échantillon de
variables aléatoires du type Bernoulli de parameétre p

@ Ona

1 1
E[M,] = E(IE[X1] + ...+ E[X))) = E(p +..+p)=p.
@ Donc M, est un estimateur sans biais du parametre p.
@ De plus on a pour I'estimateur Xi,s = min{Xj, ..., Xp}
Il':'[Xim‘] = 1IP(Xinf = 1) + OIP(Xinf = 0)
= PXj=1,..X,=1)=p".

@ Sin>1alors E[X] =p" <p
@ Alors Xt est un estimateur du paramétre p avec biais.
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Définition (estimateur convergent)

Soit T(Xy, ..., Xn) un estimateur d’'un parametre 6 On dit que
I'estimateur est convergent si I'écart quadratique moyen

g [T(X1,..., Xn) — 0)?] tend vers zéro lorsque n tend vers
infini.

@ Si T(Xi, ..., Xn) est un estimateur sans biais, alors on a
0 =Ey[T(Xq,..., Xn)] et 'écart quadratique moyen est égal
a la variance

E, [T(X1,...,Xn) —9)?

— [T(x1,...,x,,)—1139[T(X1,...,Xn)])2
= Varyg(T(Xi,..., Xn))

@ La variance est souvent plus facile a calculer.
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@ Soit (X, ..., Xp) un échantillon avec loi parentale du type
Bernoulli B(p). Le paramétre p est inconnu.

@ Dans ce cas la moyenne arithmétique devient alors la
proportion des uns dans I'échantillon

1 .
M, = ECard{I e{1,.,n}: X;=1}.
@ M, est un estimateur sans biais pour I'estimation de p

Eo[(Mn — 6)2] = Var(Mp)

= Var(1 X1+...+X,,))

e

_ % (Var(X1) 4o+ Var(Xn)>

—_

= Ep(1—p)—>0 Sin— oo.
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@ Donc M, est un estimateur sans biais convergent du
paramétre p d’une loi de Bernoulli.

@ Nous voulons estimer la proportion p des individus dans la
population globale qui sont porteurs d’'une caractéristique.

@ nindividus sont tirés au sort pour vérification.

@ Dans I'échantillon chaque 1 représente un individu porteur
et chaque 0 représente un individu sans la caractéristique.

@ Pour un échantillion de données {xi, ..., x,}, composé de 1
et de 0 uniquement, on introduit la proportion empirique :
p:= %Card{i e{1,..,n}: Xi=1}.

@ Chaque tirage peut étre modélisé par une loi Bernoulli B(p)

@ Sous cette modélisation la proportion p des individus
porteurs dans I'échantillon suit la méme loi que M.

@ p est donc une bonne estimation de la proportion p dans la
population globale.
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@ Souvent on veut estimer I'espérance et la variance d’'une
variable aléatoire X.

Théoreme
Soit (X1, ..., Xn) un échantillon dont la loi parentale est égale a
celle de X.
o M,= %(X1 + ... + Xp) est un estimateur convergent sans
biais de I'espérance de X.
0 S2=_L1-((X; — Mp)? + ... + (Xo — My)?) est un estimateur
convergent sans biais de la variance de X.

@ En pratique on utilise donc la moyenne empririque m, d’un
échantillon de données (xi, ..., X,) pour estimer IE[X]

@ Pour estimer Var(X) on utilise la variance empirique de
I'échantillon de données

’
s2 = (- Mp)? + ... + (Xp — Mp)?)
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@ Dans certains cas au lieu de donner une valeur précise
pour 6 on préfére donner une fourchette de valeurs.

@ Une loi a été fixée pour modéliser I'épreuve qui sera
répétée.
@ Cette loi contient toujours un parametre 6 inconnu.

@ Un échantillon de données (xq, ..., X,) a été observé sur n
répétitions de I'épreuve.

Définition (intervalle de confiance)

Lintervalle de confiance au degré de confiance v d’'un
parameétre 0 est un intervalle [y, 51] de sorte que si la valeur de
0 se trouvait dans cet intervalle alors la probabilité d’observer
I'échantillon des données (xq, ..., Xn) Serait supérieure a ~y.

@ Souvent en pratique on fixe le degré de confiance a 95%.
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Langage et Notation

@ Poury € [0, 1] notons uy, le nombre réel de sorte que
d(uy) = y. On utilise la table de N'(0, 1) pour trouver uy.

@ Soit (Xi, ..., X») un échantillon avec loi parentale du type
Bernoulli B(p).

@ Lavariable Y, := nM, = X + ... + X, suit une loi B(n, p)
donc le théoréme de Laplace donne :

e 2 vn
1
~ ¢(U7+1)—¢(—UL+1) :2¢<U«,+1)—1 =7
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@ On vient de voir que M, tombe avec probabilité v dans

tH i - L
lintervalle de pari [p— Unpt p\(ﬁ p),PJr Uzst p% p)}

@ Donc on peut supposer que p tombe avec probabilité ~

p(1—p) p(1—p)
dans l'intervalle [p Uy ~= 75— P+ U ﬁ}
vV P(1-p) v p(1—p)
@ Onaque: pe {p Uy 241 T’pJFU”Z‘T est

Z . \ ~ \/ /p(1—
équivalenta p € [p — uvzj p\([ ),p+ uw+ p(ﬁp)]

@ Finalement on remplace p par p pour obtenir 'intervalle de
confiance au degré de confiance ~ pour I'estimation de p :

- [ VBB 5y x/ﬁﬁ—f?)]

P=lapn v
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@ On calcule l'intervalle de confiance pour I'estimation de
'espérance IE[X] dans différentes situations.

Théoreme

Si la variance 0% de X est connue alors l'intervalle de confiance
au degré de confiance ~ pour I'estimation de I'espérance ux de

0'2 0’2
Xest I,:=|Mp—Uyt\/ 5 Mp+ Us1\/ 7).
2 2

@ Si 0)2( est inconnu alors on la remplace par la variance
empririque de 'échantillon : s2 := 1= 5™ (x; — mp)>2.

Théoreme

Si la variance de X est inconnue alors l'intervalle de confiance
au degré de confiance ~ pour I'estimation de I'espérance px de

2 2
Xest T,:= [mn—uvzﬁ S,q,mn+u72+1\/i;’].

Brice Franke Statistique



@ Sila taille de I'échantillon est trop faible (n < 30), alors
I'approximation de o2 par s2 n’est pas bonne et I'on doit

modifier la constante devant 4/ S—f

Définition (loi de Student-Fisher)

Une variable aléatoire X suit une loi de Student-Fisher avec n
degrés de liberté T, si elle a la densité

n+1

. F(”—“) x2\ 2z
fo(X) = \/ﬁiﬁ(g) <1 + n> :

@ Lorsque ntend vers l'infini la densité de Student Fisher
converge vers la densité de la loi normale centrée réduite :

n

1 X
lim f(x) = p(x) ;== —e~ 2 pour tout x € R.
NI—)OO n( ) 80( ) \/ﬂ 2 p
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Théoreme

Soit (Xy, ..., Xn) un échantillon dont la loi parentale est N'(0, 1).

Alors
M

Sn
n

@ Supposons X ~ Tp. Il existe un nombre unique t,() de
sorte que P(| X| > ty(v)) = 7.

~ Tn-1-

Théoreme

Si la variance de X est inconnue et la taille de I'échantillon est
inférieure a 30, alors l'intervalle de confiance au degré de
confiance ~ pour I'estimation de I'espérance nx de X est

2 2
Zy = |Mp— taot (1 =)\ 2, Ma+ th_1(1 = 7) sn]
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3. La notion du test statistique

@ Le test statistique vise a donner une régle permettant de
décider si on peut rejeter une hypothése sur la base de
données relevées sur un échantillon.

Définition (hypothése)

@ Lhypothése nulle H, est I'hypothése dont on cherche a
savoir si elle peut étre rejetée grace aux observations dont
on dispose.

@ Lhypothése alternative H1 est I'hypothése en concurrence
avec I'hypotheése nulle.

@ Le principe du test de Neyman Pearson est de définir
avant I'expérience une zone de rejet de I'hypothése H,.

@ La probabilité de tomber dans cette zone de rejet doit étre
faible lorsque I'hypothése Hg est satisfaite.
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Définition (zone de rejet)

La zone de rejet est 'ensemble des valeurs expérimentales
pour lesquelles on décide a I'avance de rejeter I'hypothése H,.

@ |l est important de controller le risque de se tromper en
rejetant 'hypothese H,.

Définition (risque de premiére espéce)

On appelle risque de premiere espece la probabilité que I'on a
de rejeter I'hypothése H, avec le test statistique employé,
quand I'hypothése H, est vraie.

@ Au lieu de risque de premiére espéce on dit souvent le
seuil du test.

@ Souvent on fixe le seuil a 5% et ensuite on cherche une
zone de rejet de sorte que le risque de premiére espéce
est 5%.
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Exemple: Tester la proportion dans une population

@ On veut tester 'hypothese nulle Hy qu’une proportion
p = po d’'une population a une caractéristique A.

@ Lhypothése alternative H4 est p # po.

@ Dans un échantillon de n individus de la population on
détermine la proportion emprique p des individus qui
montrent la caractéristique A.

@ Le test au seuil « consiste a rejeter I'nypothése si

Po(1 — po)

D —pol > ur—g -

@ Rappellons que uy est le nombre de sorte que ¢(uy) = y.
@ Souvent on utilise a = 0.05 et dans ce cas on a

Ui—g = Uy_0.025 = Up.g7s5 = 1.96.
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@ Lorsque le test tombe dans la zone de rejet on dit que le
test est significatif.

@ Dans ce cas les données menent a rejeter I'hypthése H,.
@ Sinon on dit que le test n’est pas significatif.

@ Le fait que le test est non-significatif n’est pas une garantie
pour I'exactitude de I'’hypothése H.

Définition (degré de signifcation)

Dans le cas d’un test significatif (on a rejeté Hy) on appelle
degré de signification le plus petiti seuil «g qu’aurait pu avoir le
test en permettant toujours de rejeter H.

@ Dans notre test Hy : p = pg contre Hq : p # pg le niveau de
signification est

P — pol
0=2-20| ——— | .
<\/Po(1 — Po)



Définition (puissance)

La puissance d’un test est la probabilité avec laquelle on rejete
I'hypothése H, alors que celle-ci n’est pas valide.

@ Une fois le risque de premiére espece fixé la puissance
sert a mesurer la qualité d’un test.

@ Normalement la puissance du test grandit lorsque I'on
augmente la taille de I'échantillon

Définition (risque de seconde espece)

On appelle risque de seconde espéce la probabilité de ne pas
rejeter 'hypothése Hy grace au test statistique alors que
I'hypothése Hy n’est pas valide.

@ Sil'on utilise les notations usuelles pour la puissance P et
le risque de seconde espece S alorsona P =1—g.
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Exemple: Tester I'égalité de deux proportions
@ Soient U et V deux populations.

@ On veut tester si la caractéristique A est présente avec la
méme proportion dans les population U et V.

@ On a a notre disposition deux échantillons de tailles ny et
ny issues des populations U et V.

@ Soient py et py les proportions dans les deux populations.
@ Soient py et py les proportions dans les deux échantillons.
@ On veut tester Hy : py = py contre Hq : py # pv.

@ Nous rejetons I'’hypothése au seuil a si

L pu(1 - pu) . pv(1—E
\Pu — pv| > U1g\/pu( "o Pu) + Pv( nv ,Ov)'
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@ Dans beaucoup de situations nous avons a faire a des
variables aléatoires qui suivent des lois normales \(u, o2).

@ Nous voulons faire des tests sur la moyenne .

@ Soient m, la moyenne arithmétique et s2 la variance
empirique de I'échantillon (xq, ..., X,) des données.

@ Si o2 est connu nous rejetons I'hypothése g : 1 = o
contre l'alternative H : u # o au seuil « si

2
(o
[Mx = pio] > th—g\[

@ Si o2 nest pas connu nous rejetons Hg : 1 = pg contre
l'alternative H4 : pu # o au seuil « si

S2
n
|mx — po| > Uy_a rE
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@ Sila taille de I'échantillon est trop petite, il faut utiliser la loi
de Student Fisher 7,_1 avec n — 1 degrés de liberté.

@ Si o2 estinconnu et n < 30 nous rejetons I'hypothése
Ho : v = pg contre lalternative H4 : u # o au seuil « si

sh
mx — pol > t—1(a)y/

@ Dans certainnes situations nous voulons tester une
hypothése non-symétrique.

@ Nous rejetons au seuil a 'hypothése Hg : p < py contre
l'alternative #1 : p > pg Si

N 1—
P—Po>Ui—a po(n,Oo)
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@ Si o2 est connu nous rejetons I'hypothése Ho : 1 < po
contre lalternative H : u > g au seuil « si

0-2
My — po > U1—q e

@ Si o2 est inconnu nous rejetons I'hypothése Ho : i < puo
contre lalternative H; : u > pg au seuil « si

| 2
n
My — po > U—q R

@ Il y a aussi un test utilisant la loi de Student Fisher pour
I'hypothése non-symétrique lorsque ¢ est inconnu et
n < 30.
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@ Nous voulons tester si des données (xj, ..., X5) suivent une
loi préscrite.

Définition (loi du chi-deux)

Soit (24, ..., Z,) un échantillon avec loi parente N'(0, 1) et soit
Kn:=Z2 + ...+ Z2. Laloi x2 de K, est appelée loi du chi-deux
a n degrés de liberté.

@ Notons x2(y) le nombre qui satisfait P (K, > xn(y)) = .

o |l existe des tables pour la fonction de répartition de x2.

@ Supposons une population avec k catégories d’individus
que l'on rencontre avec proportions py, ..., Pk.

@Ona:pi+..+px=1.

@ Soient ny, ..., nx les nombres d’individus issus des
catégories 1, ..., k dans un échantillon de taille n.
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@eOnany+..+nc=n.

@ Avant I'expérience les nombres de sujets Ny, ..., Nk issus
des diffférentes catégories suivent des lois binomiales
avec parametres respectifs (ny, p1), .., (Nk, Pk)-

Théoreme

Si les nombres npy, ..., Npx sont grands, alors la variable

aléatoire Q := Z,_ w suit approximativement Xk E

@ Nous rejetons I'hypothése Ho : p1 = P, ..., px = pg contre
I'alternative 4 : il existe un i avec p; # pf? au seuil a si

k
S ).

i=1 npl
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4. Etude de la dépendance

Définition (loi jointe)

Soient X et Y deux variables aléatoires discréetes avec valeurs
respectives dans {xy,...,Xp} et{yi,...,ym}. On appelle la
famille de probabilités

la loi jointe du couple X et Y.

@ on retrouve les lois marginales dans la loi jointe du couple

Théoreme

Soit (X, Y)un couple de variables aléatoires avec loi jointe
pj;i=1,...,n, j=1,..,m. Alors on a

@ IP(X = X;) = pit + ... + pim €t P(Y = y;) = pyj + ... + Pp;.

Brice Franke Statistique



Définition
Soient X et Y deux variables aléatoires discretes avec loi jointe
pjii=1,.,n j=1,..m.
@ oxy = Cov(X,Y):=>1, Ej”;1(x,- — E[X])(y; — E[Y])
est appelée la covariance de X et Y.
Cov(X,Y)

@ PXY = R Ova(n)

est appelée la corrélation de X et Y.

@ la corrélation est une mesure de dépendance

Théoreme
Pour deux variables aléatoires discretes X et Y on a :

0 —1<pxy <1,
@ si X et Y sont indépendants alors pxy =0
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@ Dans le cas d’'un couple de variables aléatoires continues,
les sommes deviennent des intégrales.

Définition (densité du couple)
Soient X et Y deux variables aléatoires continues.
@ Fxy(x,y):=P(X < x,Y < y) est appelée la fonction de
répartition jointe du couple

@ Une fonction non-négative f(x y) est appe/ée densité du
couple si elle satisfait Fx y(u, v) f f f(x, y)dxdy.
@ La covariance de X et Y est
Cov(X,Y):= [ [% (x —E[X])(y — E[Y])f(x,y)dxdy.
Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

@ La corrélation de X et'Y est pxy :=

@ Covariance et corrélation ont les mémes propriétés que
dans le cas d’'un couple de variables discretes.
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Définition (loi normale bivariée)

On dit que le couple de variables aléatoires suit une loi normale
bivariée si la densité du couple est

1 7%((#2)()2 +2p(xfuo)ggg}’;uy)+(}’ﬂ;y)2>
f(x,y) = =€ 7x 7y
2noxoy\/1—p

On utilise alors la notation : (X, Y) ~ N (ux, py, 0%, 0%, pxy)-

v

@ La loi normale bivariée définie des variables aléatoires
normales avec de la dépendance.

Théoreme

Siona (X,Y)) ~ N (ux uy, 0%, 0%, pxy), alors :
@ X ~ N(ux,0%) et Y ~N(uy,02);
@ /a corrélation de X et Y est pxy.
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Théoreme

Si (X7 Y)) ~N (,UX7 wny, Ui» 02Y> pXY)y alors : XY = 0 Impllque
que X et Y sont indépendants.

@ Soit ((X1,¥1), ---, (Xn, ¥n)) un échantillon de données;

® My :=1(xi + ...+ xp) et my :=L(ys + ... + yn);

0 2 — 1.\ (o 26tg2 — 1S (v _ 2.
SX' n—1 21:1()(1 MX) € SY' n—1 2121(}/1 ,UY) »

@ on définit la covariance emprique

Sxy =

nl 3 > (6 = mx)(yi — my);
i—

@ on définit la corrélation empirique

Xiai—ma)yi—my)
\/2?21 (xi = mx)2 320 (yi — my)?
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Soit ((X1, Y1), -.., (Xn, Yn)) un échantillon de variables
aléatoires bivariées.

@ 37 (Xi — ux)(Y; — My) est un estimateur sans biais de la
covariance de X et Y.

@ La quantité
- SO (Xi — Mx)(Yi — My)
VI (X — My 2 0 (Y — My 2

est un éstimateur sans biais de la corrélation pxy
@ Sila loi parente est N (ux, juy, 0%, 0%, pxy) alors

[/ n—2
T::R W“’n,z

R
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Tester I'indépendance
@ Nous voulons tester si deux variables aléatoires X et Y
sont indépendantes.
@ Si nous supposons que le couple (X, Y) a une loi normale
bivariée alors il suffit de tester I'hnypothése pxy = 0.

@ Nous rejetons I'hypothése de I'indépendance au seuil « si

n-—2

=" re

> tn_g(Oz)
@ Danslecas T > f,_»(a) on conclut qu’il existe une liaison
positive entre les deux variables.

@ Danslecas T < —t,_»(a) on conclut qu'’il existe une
liaison négative entre les deux variables.
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@ Soient X et Y deux variables aléatoires dépendantes.

@ Il est envisageable que Y dépend de X de facon linéaire :
Y =aX+ b-+cavec a,b € R et e une erreur aléatoire.

@ nous voulons trouver a et b a partir d’'un échantillon de
données bivariées ((x1, ¥1), ..., (Xn, ¥n))-

Définition

La droite de régression basée sur I'échantillon de données
((x1,¥1), ..., (Xn, ¥n)) est la droite linéaire définie par

y(x) = ax +baveca= % etb:= my — ary.
X

@ La droite de régression est 'unique droite y(x) de sorte
que la somme des carrés Y7, (yi — y(x;))? est minimale.

@ On appelle cette approche la méthode des moindres
carrés (inventée par Gauf3 1777-1855) .
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Merci pour votre attention!
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